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Дәрiс 6. Комплекс айнымалы функцияларды интегралдау. Ко-
шидiң интегралдық теоремасы

1 Комплекс айнымалы функцияларды интегралдау

γ қисығы және осы қисықта анықталған үзiлiссiз f(z) функциясы берiлсiн.
γ қисығын a = z0, z1, z2, . . . , zn−1, zn = b нүктелерi арқылы n бөлiкке

бөлемiз (11-сурет). Әр [zk−1, zk] аралығынан ζk нүктесiн таңдап алып,∑n
k=1 f (ζk)∆zk интегралдық қосындысын құрамыз, мұнда ∆zk = zk − zk−1.
Егер zk−1zk доғаларының ең үлкенiнiң ұзындығы нөлге ұмтылғанда ин-

тегралдық қосындының шегi табылса, онда ол f(z) функциясының γ қи-
сығының бойымен алынған интегралы деп аталады және

∫
γ f(z)dz арқылы

белгiленедi.
Демек,∫

γ

f(z)dz = lim
max |∆zk|→0

(n→∞)

n∑
k=1

f (ζk)∆zk. (1)

Егер γ – тегiс қисық, ал f(z) - үзiлiссiз функция болса, онда (1) инте-
гралдық қосындының табылатынын көрсетейiк. Егер төмендегi белгiлеулердi
ескерсек,

f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy, zk = xk + iyk,

∆zk = (xk + iyk)− (xk−1 + iyk−1) = ∆xk + i∆yk,

ζk = ξk + iηk, u (ξk, ηk) = uk, v (ξk, ηk) = vk
онда

n∑
k=1

f (ζk)∆zk =
n∑

k=1

(uk + ivk) (∆xk + i∆yk) =

=
n∑

k=1

(uk∆xk − vk∆yk) + i

n∑
k=1

(uk∆yk + vk∆xk)

Соңғы теңдiктiң оң жағындагы қосындылар сәйкес қисық сызықты инте-
гралдар үшiн интегралдық қосындылар болып табылады.

γ қисығы тегiс және f(z) функциясы үзiлiссiз болғанда бұл косындылар
табылады. Соңғы қосындыда max |∆zk| нөлге ұмтылғанда шекке көшсек, ке-
лесi теңдiкке келемiз:∫

γ

f(z)dz =

∫
γ

udx− vdy + i

∫
γ

vdx+ udy (2)
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(2) формуладан көретiнiмiз: комплекс айнымалы функцияның интегралын
есептеу нақты айнымалы функциядан қисық сызықты интеграл есептеуге
келiп тiреледi.

(2) формуланы келесi ыңғайлы түрде жазуға болады:∫
γ

f(z)dz =

∫
γ

(u+ iv)(dx+ idy) (3)

Егер γ кисығы x = x(t), y = y(t), α ≤ t ≤ β параметрлiк теңдеуiмен берiл-
се, онда z = z(t) = x(t)+ iy(t) теңдеуi L− қисығының комплекс параметрлiк
теңдеуi деп аталады және (3) –формула келесi түрде жазылады:∫

γ

f(z)dz =

∫ β

α

(u+ iv) (x′(t) + iy′(t)) dt ==

∫ β

α

f(z(t)) · z′(t)dt (4)

Ендi комплекс айнымалы функцияның интегралының негiзгi касиеттерiн
келтiрейiк:

1.
∫ b

a

dz = b− a,

n∑
k=1

∆zk =
n∑

k=1

(zk − zk−1) = z1 − z0 + z2 − z1 + . . .+ zn − zn−1 =

= zn − z0 = b− a

олай болса ∫
γ

dz = b− a

Берiлген интеграл γ қисығының алғашқы және соңғы нүктесiне ғана тәуелдi,
демек интегралдау жолына тәуелсiз.

Егер a = b болса,онда
∫
γ dz = 0, яғни тұйык контур бойымен интеграл

нөлге тең.

2.
∫
AB

f(z)dz = −
∫
BA

f(z)dz (интегралдау бағыты өзгергенде интегралдың

таңбасы өзгередi)

3.
∫
γ

(af1(z) + bf2(z)) dz = a

∫
γ

f1(z)dz + a

∫
γ

f2(z)dz, мұнда a, b− комплекс
сандар.

4.
∫
γ

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz, мұнда γ = γ1 + γ2; γ1 мен γ2 қисықта-

рының ортақ нүктелерi жоқ.
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5. Егер γ қисығының барлық нүктелерiнде |f(z)| ≤ M теңсiздiгi орындалса,
онда

∣∣∣∫γ f(z)dz∣∣∣ ≤ Mℓ, мұнда M = const, ℓ дегенiмiз γ қисығының ұзындығы.
Қисық сызықты интегралдар үшiн математикалық талдау курсынан бел-

гiлi келесi теореманы келтiрейiк: Егер P (x, y) және Q(x, y) функциялары-
және олардың ∂P

∂y ,
∂Q
∂x дербес туындылары L қисығымен шектелген D облы-

сында үзiлiссiз болса, онда∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∮
γ

Pdx+Qdy (5)

Соңғы формуланы Остроградский-Грин формуласы деп атайды.

2 Коши интегралдық теоремасы

Ендi негiзгi теоремаға көшейiк.
Коши интегралдық теоремасы. Егер f(z) функциясы γ қисығымен

шектелген бiрбайланысты D облысында аналитикалық жәнетұйық D̄ об-
лысында үзiлiссiз болса, онда∮

γ

f(z)dz = 0. (6)

Дәлелдеу. (2) формула бойынша∮
γ

f(z)dz =

∫
γ

udx− vdy + i

∫
γ

vdx+ udy

f(z) функциясы γ кисығымен шенелген D облысында аналитикалык болған-
дықтан, u және v функцияларының дербес туындылары бар және Коши-
Риман шарты орындалады. (5) формуласын және Коши-Риман шартын ес-
керсек, онда ∫

γ

udx− vdy =

∫∫
D

(
−∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy = 0∫

γ

vdx+ udy =

∫∫
D

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy = 0

Демек, теорема дәлелдендi.

Жоғарыдағы теореманы көпбайланысты облысқа дәлелдеуге болады.
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Теорема. Егер f(z) функциясы γ0,γ1,γ2,. . .,γn қисықтарымен шектел-
ген көпбайланысты D облысында аналитикалық және тұйық D̄ облысында
үзiлiссiз болса, онда ∫

γ

f(z)dz = 0.

Мұнда γ дегенiмiз γ0,γ1,γ2,. . .,γn қисықтарынан тұратын D облысының то-
лык шекарасы, γ = γ0 + γ1 + γ2 + . . .+ γn.

Салдар.Eгер f(z) функциясы бiрбайланысты D облысында аналитика-
лық болса, онда бұл функцияның интегралы интегралдау жолына тәуелсiз,
тек бастапқы z0 және соңғы z1 нүктесiне ғана тәуелдi.

Дәлелдеуi жоғарыдағы теоремадан шығады.
Теорема. Erep f(z) функциясы бiрбайланысты D облысында аналити-

калық, ал тұйык D̄ облысында үзiлiссiз болса, онда F (z) =
∫ z

0 f(ζ)dζ функ-
циясын D облысында дифференциалдауға болады және F ′(z) = f(z).

Дәлелдеу. Өсiмшелердiң қатынасын аламыз:

F (z +∆z)− F (z)

∆z
=

1

∆z

(∫ z+∆z

z0

f(ζ)dζ −
∫ z

z0

f(ζ)dζ

)
=

=
1

∆z

∫ z+∆z

z

f(ζ)dζ

Жоғарыдағы салдарды ескердiк. Интегралдың 1-қасиетi бойынша∫ z+∆z

z

dξ = ∆z, демек

f(z) =
f(z)

∆z
·∆z =

f(z)

∆z

∫ z+∆z

z

dξ =
1

∆z

∫ z+∆z

z

f(z)dξ.

Төмендегi өрнектi бағалаймыз:∣∣∣∣F (z +∆z)− F (z)

∆z
− f(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

|∆z|

∫ z+∆z

z

|f(ζ)− f(z)|dζ ≤

≤ 1

∆z
max

zξz,z+∆z]
|f(ζ)− f(z)| · |∆z| = max

ζ∈[z,z+∆z]
|f(ζ)− f(z)|

Егер f(z) функциясының үзiлiссiз екенiн ескерсек, ∀ε > 0 саны үшiн ∃δ > 0 :
|∆z| < δ болғанда

max
ζ∈[z,z+∆z]

|f(ζ)− f(z)| < ε
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теңсiздiгi орындалады, демек∣∣∣∣F (z +∆z)− F (z)

∆z
− f(z)

∣∣∣∣ < ε.

Бұл теңсiздiктен

lim
∆z→0

F (z +∆z)− F (z)

∆z
= F ′(z) = f(z)

теңдiгi шығады.
Дәлелденген теорема бойынша комплекс айнымалы функция үшiн аны-

қталмаған интеграл ұғымын енгiзуге болады.
Егер D облысында f(z) функциясы үшiн F ′(z) = f(z) теңдiгi орындалса,

онда аналитикалық F (z) функциясы f(z) функциясының алғашқы функция-
сы деп, ал алғашқы функциялар жиыны анықталмаған интеграл деп аталады
да, ∫

f(z)dz = F (z) + c

арқылы белгiленедi.
Бұдан Ньютон-Лейбниц формуласы шығады:∫ z

z0

f(ζ)dξ = F (z)− F (z0)

Аналитикалық функциялар үшiн математикалық талдау курсындағы ин-
тегралдар кестесi өзгерiссiз қалады.

Eгер f(z) және g(z) функциялары бiрбайланысты D облысында анали-
тикалық болса және z0 ∈ D, z1 ∈ D, онда бөлiктеп интегралдау формуласы
орындалады: ∫ π0

z0

f(z)φ′(z)dz = f(z) · φ(z)
∣∣∣∣π0

z0

−
∫ ñ

z0

f ′(z)φ(z)dz


